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Resumen. Para la determinacién de la tenacidad de fractura dindmica de iniciacién, K4, a
alta velocidad de deformacion, se pueden usar los ensayos de flexién dindmica en un punto,
realizados en dispositivos experimentales basados en modificaciones de la barra Hopkinson.
Para evaluar el factor de intensidad de tensiones, K;(t), en este tipo de ensayos, se han venido
usando procedimientos simplificados basados en el andlisis del comportamiento de una viga de
Timoshenko fisurada sometida a una carga puntual conocida que se aplica en su seccién central.
La desventaja de este procedimiento es que, normalmente, la fuerza ejercida sobre la probeta no
es facil de medir con precisiéon en los ensayos anteriormente citados. En este trabajo se propone
un método simplificado para calcular K(t) basado en anélisis del comportamiento de una viga
de Timoshenko fisurada, conocido el desplazamiento del punto donde se aplica la carga, variable
ésta que se puede medir con mayor fiabilidad que la fuerza aplicada. Los resultados se comparan
con los obtenidos mediante simulacién numérica por Elementos Finitos, encontrandose una buena
concordancia entre ambas soluciones.

Abstract. One Point Bending tests based on modified Hopkinson Pressure Bar devices are a
possibility to determine dynamic initiation fracture toughness, K4, at high strain rates. Simplified
calculations of the stress intensity factor K;(t) have been proposed considering the specimen as
a Timoshenko cracked beam subjected to a concentrated load at the midsection. However, this
load is difficult to measure accurately in this kind of test. This paper deals with a simple method
to calculate K;(t) based in Timoshenko cracked beam from the knowledge of the loading point
displacement, which can be obtained in a way much more precise. This method is demonstrated
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by comparing with Finite Elements results.

1. INTRODUCCION

Los ensayos de flexiéon dindmica en un punto son una
alternativa a los de flexiéon dindmica en tres puntos
para la determinacién de la tenacidad de fractura
dindmica de iniciacién, Kj4. Este tipo de ensayos
han sido utilizados por Giovanola [1, 2] y consisten
en impactar con una masa movil una probeta fisura-
da como en el caso de un ensayo de flexién en tres
puntos, pero con la importante diferencia de que la
probeta ahora no estd apoyada, y por lo tanto, las
tensiones y deformaciones que se producen en ella
estan motivadas, exclusivamente, por las fuerzas de
inercia. Si, como consecuencia del estado de cargas
generado, se alcanzan las condiciones criticas en el
extremo de la fisura, ésta se propagard. La masa
que impacta la probeta puede ser el martillo de un
péndulo Charpy, el percutor de una torre de caida de
peso o bien una masa lanzada mediante dispositivos
neumaticos. Cuando se desean medir las propiedades
de fractura del material a alta velocidad de deforma-

cion se puede realizar el ensayo de flexién en un pun-
to utilizando dispositivos basados en modificaciones
de la barra Hopkinson [3, 4]. Estos sistemas consis-
ten en una barra de una cierta longitud y didmetro
(barra incidente), que se pone en contacto con la sec-
cién central de una probeta fisurada idéntica a la que
se utilizaria si se tratara de un ensayo de flexiéon en
tres puntos. La barra es impactada por otra barra
del mismo didmetro y menor longitud (proyectil), ge-
nerandose un pulso de compresion que viaja por la
barra y, al llegar a la probeta, parte se transmite a
ésta y parte se refleja viajando por la barra incidente
como pulso de traccién. Tanto la deformacién debi-
da al pulso incidente de compresién, €;(t), como la
generada por el reflejado de traccidn, £, (t), se miden
mediante un sistema de bandas extensométricas co-
locadas sobre la barra incidente. A partir de dichas
medidas se puede calcular la fuerza ejercida sobre
la probeta, F'(t), asi como el desplazamiento del ex-
tremo de la barra inicialmente en contacto con ella,
up(t), mediante:
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F(t) = AbEb(Ei(t) + Er(t)) (1)

up(t) = co / (e4(7) — £r())dr @)

donde A, y E, representan el drea de la seccion
circular de la barra y el médulo de elasticidad de
la misma, respectivamente, y cg es la velocidad de
propagacién de ondas longitudinales a través del ma-
terial de la barra.

Para determinar el valor de Kj4 es necesario, por
una parte, calcular la variacién temporal del factor
de intensidad de tensiones, K;(t), durante el ensayo
y, por otra, detectar el instante en el que comienza
la propagacién de la fisura.

Para obtener K;(t) en los ensayos de flexién en un
punto se puede recurrir al método de los Elementos
Finitos [3, 5, 6]. La simulacién numérica de este tipo
de ensayos es mas simple, dado que son més féciles
de imponer las condiciones de contorno, al no existir
sistema de apoyo.

También, se han utilizado métodos simplificados ba-
sados en el andlisis del comportamiento de una viga
fisurada sometida a una carga puntual conocida que
se aplica en su seccién central. Se puede utilizar pa-
ra ello las herramientas derivadas del analisis modal,
que requieren el conocimiento de frecuencias y mo-
dos propios de vibracion de la probeta fisurada. Una
vez calculados las frecuencias y modos propios de la
viga en flexion, aplicando el método de superposi-
ciéon modal, se puede obtener el desplazamiento del
punto de aplicaciéon de carga, asi como el momento
flector transmitido por la seccién fisurada. El fac-
tor de intensidad de tensiones se calcula haciendo la
hipétesis de que es proporcional, bien al momento
flector transmitido a través de la seccién fisurada,
bien a la diferencia entre el desplazamiento del punto
de carga y el desplazamiento del punto que hubiera
estado apoyado en el caso de un ensayo de flexién en
tres puntos. Las constantes de proporcionalidad usa-
das son las correspondientes al caso de flexién en tres
puntos en condiciones estaticas. Este tipo de andlisis
fue realizado por Kishimoto y otros [7], suponien-
do que la probeta se puede considerar una viga de
Euler-Bernouilli. Sin embargo, las dimensiones de las
probetas de ensayo, cuya relacién luz-canto es 4, hace
necesario considerar tanto los efectos de los esfuer-
z0os cortantes, como los efectos inerciales debidos a la
rotacion de las secciones, por lo que se debe conside-
rar la probeta como viga de Timoshenko fisurada [8].

La desventaja de este método, como han puesto de
manifiesto diferentes autores [6, 4], es que la fuerza
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no es facil de medir con precisién en una barra Hop-
kinson, al menos cuando se miden las deformaciones
en una unica seccion de la barra incidente.

En este trabajo se propone un método simplificado
para calcular K;(t) basado en andlisis del compor-
tamiento de una viga de Timoshenko fisurada, cono-
cido el desplazamiento del punto donde se aplica la
carga, variable ésta que se puede medir con mayor
fiabilidad que la fuerza aplicada.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y
SU SOLUCION

Se considera un viga de Timoshenko de longitud L,
canto W y espesor B, que contiene una fisura pa-
sante en su seccién central de longitud a. La viga no
tiene ninguna condicién de apoyo y estd sometida a
una carga dindmica, F'(t), que se aplica concentrada,
sobre su seccién central (ver Fig. 1).

l Ft)

L B

Fig. 1. Geometria de la probeta de
ensayo.

Considerando la viga como un sélido unidimensio-
nal y aplicando el método clasico de superposicion
modal, la evolucién temporal de los desplazamien-
tos verticales de las secciones, y(&,t), y de sus giros,
U(&,t), se pueden expresar mediante:

y(& 1) = ) Yil©)a(t) +Yr(ar(t)  (3)
i=1

I
8

K2

W) = 3 Ol (@

donde ¢ es la variable (adimensionalizada con la lon-
gitud L) que representa la posicién de cualquier pun-
to de la directriz de la viga, Y;(§) y :(£) son los mo-
dos propios de vibracién asociados a desplazamientos
y giros, respectivamente, e Y (£) es el modo asocia-
do al movimiento de traslacién de la probeta como
sélido rigido, el cual se puede tomar, sin pérdida de
generalidad, igual a la unidad. Las funciones ¢;(¢) y
gr(t) son las coordenadas normales asociadas a los
modos de vibracién y al modo de traslacién, respec-
tivamente, y se deben obtener como solucién de las
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siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden:

i+ wiey = TONG) )
ir="1 (6)

w; son las frecuencias propias de vibracién de la pro-
beta, m,, es la masa total de ésta y m; son las masas
asociadas a cada modo de vibracién que vienen dadas
por:

1

mi=2paL [* (v2O+ 4O )o@

donde p, A e I son, respectivamente, la densidad, el
area de la seccion transversal de la viga y el momento
de inercia de dicha seccion. Las expresiones para las
frecuencias, w;, y modos propios de vibracién, Y;(£)
y pi(€), para una viga de Timoshenko con fisura en
la seccién central y sin apoyos se pueden encontrar
en [8].

Partiendo de condiciones iniciales nulas, es decir:
q1(0) = gr(0) = 0y ¢1(0) = ¢r(0) = 0, la solu-
ciones de la ecuacién (5), para el primer modo de
vibracién (i = 1), y (6) para el modo de traslacidn,
se obtienen como:

q1(t) = 2 /o F(r)sinwi(t —7)dr  (8)

w= [ ([T2a)ar

Conocida la funcién g1 (t), el factor de intensidad de
tensiones, K;(t), se puede escribir como [8]:

kil = EW () (v (3) - 1) a
(10)

donde la funcién f(a/W) para una probeta con

& =4 tiene la expresién [8]:

L2y 341(—

a a
—)=23,34+1 — — 47
f(=) 3,34 +176,3 O(W V[E

)3
w w

11)

Si se conoce el desplazamiento del punto de aplica-
cién de la carga, u,(t), y teniendo en cuenta que:

w =y (;t) _— @) a)+art)  (12)

se puede combinar la ecuacién anterior con la (5)
(con i =1) y con la (6) para obtener:
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Moye (LN Gy 20 = Moy, (1Y
(v (3t 2w (1) 00

La ecuacién (13) se puede reescribir, a su vez, como:

g1 + wgql = kup (14)
con:
wd = # (15)
1+ T2YE(3)
y
e Yi(3)
= —myoo 1N (16)
1+ TEYE(3)
La solucién de la ecuacién (14) es:
k t
a(t) = 7/ iy (7) sinwa(t — T)dr  (17)
wd Jo

La anterior expresion relaciona la variable normal
¢1(t) con la segunda derivada temporal del desplaza-
miento del punto de carga ii,(t). Sin embargo, es mas
conveniente relacionar directamente la citada varia-
ble con el desplazamiento, u,(t). Haciendo uso de
las condiciones iniciales, e integrando por partes dos
veces, se tiene finalmente:

() = kuy(t) — kwd/o Up(T) sinwg(t — 7)dr (18)

Como se puede observar, la variable ¢ (t) se expre-
sa ahora en funcién del desplazamiento del punto de
carga. Sustituyendo ¢ (¢), obtenida como solucién de
la anterior ecuacidn, en la ecuacién (10) se determina

Kr(t).

3. SIMULACION NUMERICA

Para comprobar la validez de los métodos simplifi-
cados para la determinacién de Kj(t), se han com-
parado los resultados obtenidos aplicando el método
propuesto, con los obtenidos numéricamente por el
método de los Elementos Finitos mediante el pro-
grama comercial ABAQUS [9]. Se ha realizado una
simulaciéon bidimensional de una probeta de alumi-
nio con las dimensiones L = 80 mm, W = 20 mm,
B =10 mm y a = 10 mm, de médulo de elastici-
dad E = 72 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,33 y
densidad p = 2800 kg/m3. Dadas las condiciones de
simetria del problema se ha modelizado media pro-
beta con 1180 elementos de 4 nodos en deformacién
plana y con integracion reducida, refinando la malla
en la zona del extremo de la fisura. La malla de la
probeta utilizada, asi como un detalle de la zona del
extremo de la fisura se pueden observar en las Fig. 2
y 3, respectivamente.
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Fig. 2. Malla de la probeta.
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Fig. 3. Detalle de la malla en el extremo de la fisura.

Se han analizado tres casos diferentes con las car-
gas impuestas, F(t), que se observan en la Fig. 4.
Para su representacion, la carga y el tiempo se han
adimensionalizado con la carga méxima (P,q.= 10
kN) y el periodo de oscilacién de la probeta corres-
pondiente a la frecuencia fundamental (T' = 120 ps),
respectivamente. Como puede observarse, en los tres
casos se ha simulado una forma de onda similar,
manteniendo la carga maxima alcanzada y variando,
GUnicamente la duracién de la misma.
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Fig. 4. Casos de carga analizados.
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Para integrar las ecuaciones del movimiento, se ha
utilizado el método de Hilber-Hughes-Taylor, imple-
mentado en ABAQUS [9], el cuél es un método im-
plicito, incondicionalmente estable en el caso de sis-
temas lineales. En todos los casos analizados se ha
utilizado un incremento temporal de 1us. Ky (t) se ha
obtenido a partir de la integral J dindmica, J’, pro-
puesta por Nishioka y Atluri [10](ver también [11]).
Para una fisura estacionaria que se deforma en mo-
do I como es este caso, K;(t) puede escribirse como

10, 11]:
Ki(0) = /240 (19)

4. RESULTADOS Y DISCUSION

En las Fig. 5 a 7 se comparara K (t), obtenido me-
diante la simulacién numérica, con las obtenidas
por los métodos simplificados, para los tres casos
de carga analizados. En esas figuras, el tiempo se
ha adimensionalizado como se indicé anteriormente,
mientras que la adimensionalizacién del factor de
intensidad de tensiones se ha hecho con un valor de

referencia Ko = Lmezy/a
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Fig. 5. Evolucién temporal del factor de intensidad
de tensiones. Caso A.
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Fig. 6. Evolucion temporal del factor de intensidad

de tensiones. Caso B.
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Fig. 7. Evolucién temporal del factor de intensidad
de tensiones. Caso C.

Las tendencias observadas en los resultados se pue-
den resumir de la siguiente forma:

a) Para cargas aplicadas cuya duracién es del or-
den de dos veces el periodo de oscilacién de la
probeta fisurada (Caso A), los resultados obte-
nidos a partir de los métodos simplificados son
muy similares y concuerdan bien con los obte-
nidos por el método de los Elementos Finitos.

b) Cuando las cargas aplicadas tienen una duracién
del orden del periodo de oscilacién de la pro-
beta fisurada (caso B), existe mayor diferencia
entre los resultados simplificados por los dos di-
ferentes métodos analizados y, entre éstos y los
resultados numéricos. En los primeros instan-
tes del proceso de carga, la solucién obtenida a
partir de la carga aplicada coincide, practica-
mente, con la numérica, mientras que cuando
el tiempo (adimensionalizado) supera el valor
de t/T = 0,5, es la solucién obtenida a partir
del desplazamiento del punto de carga la que
mejor se aproxima a la numeérica.

c¢) A medida que va disminuyendo el tiempo de
duracién del pulso, las soluciones basadas en
los métodos aproximados difieren mas de la
numérica bidimensional (Caso C). Una posible
explicacién para este hecho es que es necesa-
rio incluir en el andlisis frecuencias y modos
propios de orden superior, que no se han con-
siderado en este andlisis.

5. CONCLUSIONES

Cuando se desea medir las propiedades de fractu-
ra del material a alta velocidad de deformacién se
pueden realizar ensayos de flexiéon en un punto uti-
lizando dispositivos basados en modificaciones de la
barra Hopkinson. Para evaluar K(t) se pueden usar
técnicas numéricas, como el Método de los Elemen-
tos Finitos, y procedimientos simplificados basados
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en el andlisis del comportamiento de una viga de
Timoshenko fisurada sometida a una carga puntual
conocida que se aplica en su seccién central. La des-
ventaja de este procedimiento es que, normalmente,
la fuerza ejercida sobre la probeta no es facil de
medir con precisiéon en los ensayos anteriormente
citados. En este trabajo se propone un método sim-
plificado para calcular K;(t) basado en andlisis del
comportamiento de una viga de Timoshenko fisura-
da, conocido el desplazamiento del punto donde se
aplica la carga, variable ésta que se puede medir con
mayor fiabilidad que la fuerza aplicada.

Los resultados obtenidos con este método simplifi-
cado concuerdan con los obtenidos numéricamente
mediante simulaciones bidimensionales por el méto-
do de los Elementos Finitos, cuando las cargas apli-
cadas tienen duraciones del orden de dos veces el
periodo de oscilaciéon de la probeta fisurada, y di-
fieren a medida que la duracién del pulso de carga
se va haciendo menor. Esto puede ser debido a la
influencia de modos propios de vibracién de orden
superior, que no han sido considerados en este estu-
dio.
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